













いう．ベクトル x = (x1, x2, . . . , xl )の∞-ノルムを ∥x∥∞ = max(|x1 |, |x2 |, . . . , |xl |)で定める．
l次正方行列 A = (ai j )に対し，その 1-ノルムを ∥A∥1 =
∑
1≤i, j≤l |ai j |で定める．
Theorem 1 (Perron-Frobenius)正の正方行列 Aに対して次のことが成り立つ．
1) Aは正の固有値をもつ．そのうち最大のものを αで表すと，αは単純特性根である．α
に対する正の固有ベクトル uが存在する．（αを Aの Frobenius根という．）
2) Aの正の固有ベクトルは全て uの定数倍である．
3) α以外の Aの固有値の絶対値は αより小さい．
4) 転置行列 tAの Frobenius根は Aの Frobenius根に等しい．
Proof. i) A = (ai j )1≤i, j≤l , ϵ = min
1≤i, j≤l
ai j (> 0)とする．任意の非負ベクトル x = (xi )に対し




ai j x j ≥ ϵ
l∑
j=1
x j ≥ ϵ ∥x∥∞ ≥ ϵ xi . (1)










0 < ϵ ≤ α(x) ≤ β(x).
x′ = 1∥Ax ∥∞ Axも正であるから，上のような α(x
′), β(x′)を決める．∥x∥∞ = 1のとき
α(x) ≤ α(x′) ≤ β(x′) ≤ β(x), (2)
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α(x′) ≥ α(x) + ϵ∥A∥1
∥Ax − α(x)x∥∞ ≥ α(x) (3)
が成り立つことを示す．β(x)x − Axは非負ベクトルだから 1∥Ax ∥∞ Aを左から掛けることに
より β(x)x′ − Ax′も非負である．すなわち β(x′) ≤ β(x).
x′ = (x′i ), Ax
′ = (y′i )とする．Ax − α(x)xは非負ベクトルだから，
1
∥Ax ∥∞ Aを左から掛け
ることにより Ax′ − α(x)x′も非負であり，



























− α(x) ≥ ϵ∥A∥1
∥Ax − α(x)x∥∞,
α(x′) − α(x) ≥ ϵ∥A∥1
∥Ax − α(x)x∥∞ .




Axp−1 (p ≥ 2)
と定義することにより，正ベクトルの無限列 {xp }∞p=0, ∥xp ∥∞ = 1,が得られる．
αp = α(xp ), βp = β(xp )
とおく．ii)より
0 < α0 ≤ α1 ≤ · · · ≤ β1 ≤ β0,
αp+1 ≥ αp +
ϵ
∥A∥1
∥Axp − αp xp ∥∞ .
したがって， lim
p→∞
αp = α > 0が存在し，
lim
p→∞
∥Axp − αp xp ∥∞ = 0





とおくと uは非負で，∥u∥∞ = 1. よって Auの各成分は正である．
Au = αu
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より uは正である．すなわち αは Aの正の固有値であり，uは αに対する正の固有ベクトル
である．
iv) tAも正行列だから，正の固有値 γおよび γに対する正の固有ベクトル vが存在する．
α(v,u) = tvαu = tvAu = t(tAv)u = γtvu = γ(v,u).
(v,u) > 0より α = γ.
v) xが Aの正の固有ベクトルであるとする．Ax = λxとすれば
λ(v, x) = tvλx = tvAx = γtvx = α(v, x).
(v, x) > 0より λ = α,すなわち xは αに対する固有ベクトルである．
したがって，任意の正数 cに対し x − cuは αに対する固有ベクトルである．x − cuが非
負である最大の cをとる（すなわち，x = (xi ), u = (ui )と書くと c = min
1≤i≤l
xi/ui）．x − cu
の少なくとも 1つの成分は 0だから，α(x − cu) は非負であるが正ではない．このことと，
A(x − cu) = α(x − cu)と背理法により x − cu = 0を得る．
特に，αに対する固有空間の次元が 1であることが判る．実際，Aの固有値 αに対する
任意の固有ベクトル zに対し，µ > 0を十分大きくとれば z + µuは Aの（固有値 αに対す
る）正の固有ベクトルとなり，上で示したことから z + µuは uの定数倍となり，zも uの定
数倍となる．αが単純特性根であることを背理法で示す．結論を否定すると，Aの Jordan標
準形における，固有値 αに対する Jordan細胞はただ 1つであり，その次数は 2以上だから，
Ay = αy + uなる yが存在する．両辺に tvを掛けて αtvy = αtvy + tvu, tvu = 0（矛盾）．よっ
て，αは単純特性根である．
vi) λを α以外の Aの固有値とする．x = (xi )を λに対する固有ベクトルとする．
l∑
j=1
ai j x j = λxi
より
|λ | |xi | ≤
l∑
j=1
ai j |x j | (i = 1, . . . , l). (4)







ai jvi |x j | =
l∑
j=1
αv j |x j |.








ai j x j

.
よって xi  0 (i = 1, . . . , l)であり，x1, . . . , xn は共通の偏角 θを持つ．e−iθ xは λに対する正









n = 1,2, . . .





1 REAL, DIMENSION(:,:), ALLOCATABLE :: A
2 REAL, DIMENSION(:), ALLOCATABLE :: B
3 REAL, DIMENSION(:), ALLOCATABLE :: C
4 REAL :: D, E, F
5 INTEGER :: I, J, M, K, N
6 PRINT *, "INPUT MATRIX SIZE"





12 PRINT *, "INPUT COMPONENTS"
13 DO I=1, N
14 DO J=1, N
15 READ *, A(I,J)
16 END DO
17 END DO
18 PRINT *, "INPUT ITERATION TIMES"
19 READ *,M
20 ! 初期ベクトル設定
21 F = N**(-0.5)
22 DO I=1, N
23 B(I) = F
24 END DO
25 ! 反復計算　
26 DO I=1, M
27 C =MATMUL(A,B)
28 PRINT *, C(1)/B(1)
29 D = DOT PRODUCT(C,C)
30 C = D**(-0.5)*C













の固有多項式は (t − 4)(t + 1)だから，Aの Frobenius根は 4である．このプログラムにより，
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